Formule des compléments
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Théo (des résidus). Soit Q un ouvert de C et soit f une fonction
holomorphe dans Q\S ou S est un sous-ensemble de §) sans point d’ac-
cumulation sur €2. Soit K C Q un compact a bord régulier et supposons
OK ne contienne aucun point de S. Alors S n’a qu’un nombre fini de

On veut calculer le jacobien de ¢~1. Nous allons pour cela inverser le
jacobien de ¢. Commencons par calculer la jacobienne de ¢.
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Théo. Pour tout o € C tel que 0 < Re(a) < 1, on a J(p) = —% =
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Démonstration. Montrons la formule pour 0 < o < 1 et on aura le o 1u2 .
résultat par principe des zéros isolés. ( 1+U) 9
Soit 0 < o < 1. _ (49
u
+oo a—1_-—t too —a,—Ss / .
I'(a)l'(1 = a) = </0 = e dt) (/0 s % ds) Par conséquent, on obtient que J(¢~ 1) = —ﬁ. On a donc :
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On effectue un changement de variables. Posons = ( / e“du) ( / >
0 o vl +w)
t 00
b () > (u,0) = (t45,) S
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On a donc t = sv et On cherche maintenant a calculer cette intégrale. Pour ce faire, nous

allons utiliser le théoréme des résidus.

usths S u=svts Soit Q = C\[0, +00[ et soit la fonction définie sur Q\{1} par
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en posant z® = |z|*ei*A18() ot Arg(z2) €]0, 27]. e Sur C :
On applique le théoreme des résidus au lacet suivant,
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e Sur D, on pose 6. p = Arctan (ﬁ)
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/2W—95,R Z‘Raeiat
= —dt
0. 1+ Ret

o Z’Raeiat
— / ——dt par convergence dominée
e=0 Jo 14 Rett

Pour ¢ € [0,27], on a Zﬁag;; < }?_al. On obtient donc, comme
a<l,
/f+/f+/f+/fzszes(f,—1). b= 0
I J c D R0
o " e Sur /.
11 salt que Si t €]0, 400, alors (t +ig)!™® = |t 4 dg|!m@ei1m)0e — e
E—
Res(f,—1) = i 1 VRE=E?
I 0
= Z:l—i}l;ll Zl—a _ /\/ R2_¢g2 dt
= (=1 0 (t+ie)t=2(1 +t + ic)
= —m Or, on sait que |t +ig| > |t| et |1 + ¢+ ie| > |1 +¢|. On a donc
1 ! <1 -
On calcule sur chacun des chemins. OVE=] (¢t 1) ia(1 + ¢ + ie)| — [0,R] el + ¢
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La fonction majorante est intégrable. Ainsi par théoreme de
convergence dominée

Si t €]0, 400, alors (t — ie)' ™ = |t — ig|' (1= @im—be),
Ainsi, on a (t —ig)!™ — e~ (I-a)2impl—a _ =Zimal-a
e—

/Jf — /Omf(t—ig)dt

VR2—¢2 dt
/0 (t —ig)l=o(1 +t —ig)
Or, on sait que |t —ig| > |t| et |1 +t —ig| > |1 + ¢]. On a donc
1 1
<Tlyop—m———"7—-.
(t—ie)o(l+t—ic)| — A a1 + ¢

La fonction majorante est intégrable. Ainsi par théoreme de
convergence dominée

/ P R dt sir /R dt
. =e _—
J e—0 0 67217rat17a(1+t) 0 tlfa(l_i_t)
On obtient donc, par le théoreme des résidus, en passant a la limite
quand R — +o0,

Lecons possibles : 235 - 236 - 239 - 245
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Ainsi, on obtient
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